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CLASA a VI-a — solutii

Punctaj din oficiu . ... ..o 10 p

Problema 1. Consideram multimile:
A ={neN|n <1000 si n da restul 2 la impartirea cu 3},
B ={n €N |n <1000 si n da restul 1 la impartirea cu 7}.
a) Care este cel mai mic element al multimii A N B?
b) Aflati numarul elementelor multimii A U B.

Solutie. a) A =1{2,5,8,...} si B={1,8,15,...}, deci numarul cerut este m =8 ...... 4,5p
b) Elementele multimii A sunt de forma n = 3m+2, cu m € N. Din conditia 3m+2 < 1000,
obtinem m < 332, deci m ia valorile 0,1,2,...,332. Rezulta ca A are 333 de elemente...... 3p
Elementele multimii B sunt de forma n = 7p + 1, cu p € N. Din conditia 7p + 1 < 1000,
obtinem p < 142, deci p ia valorile 0,1,2,...,142. Rezulta card B=143................... 3p
Daca x € AN B, atunci x < 1000 si z — 8 este divizibil cu 3 si cu 7, deci cu 21.......... 3p
Reciproc, daca 21 | z — 8 si < 1000, atunci  — 8 este divizibil cu 3 si cu 7, deci = da la
impartirea cu 3 si cu 7 aceleasi resturi ca 8, asadar x € ANB............... . ... 3p

Reiese ca © = 21k + 8 < 1000, k € N, deci 0 < k < 47, iar AN B are 48 de elemente .... 3p
Numarul elementelor multimii A U B se obtine adunand numarul elementelor multimii A cu
numarul elementelor multimii B si scazand numarul elementelor comune. Rezulta ca AU B are
428 de elemente . . ... e 3p

Problema 2. Determinati numarul natural prim z si numarul natural nenul y avand pro-

. x z+1
prietatea — = ————.
2y z+y+38
Solutie. Relatia din enunt se scrie sub forma z (x +y +8) =2y(z + 1), (*)........... 1,5p
Rezulta ca x divide produsul 2y - (z + 1). Cum numarul = este prim, inseamna ca = divide
2, x divide y sau & divide & 4 L. .. oo 3p
In primul caz obtinem & =2 81 4y =5 ... e 6p
In al doilea caz, fie y = dz, unde d este un numér natural nenul. Inlocuind in (%), deducem
dupa calcule ca z + 8 = d (x + 2). Este evident ca nu putem avea d =1.................... 3p

Atunci z 4+ 8 > 2(x + 2), prin urmare z < 4. Cum x este prim, inseamna ca x € {2, 3}.

1
Daca x = 2, atunci d = 3 ¢ N. Daca x = 3, atunci d = = ¢ N. Asadar, nu obtinem solutii in

ACESE GOz vttt 3p
In cel de-al treilea caz, din x | 2 4+ 1 rezulti c& z | (z + 1) — z, asadar | 1. Cum z este
prim, nu obtinem solutii nici In acest caz ...... ... 6p
Solutie alternativd. Relatia din enunt se scrie sub forma 22 + 8z = y(z +2) .......... 4,5p
Rezultd ca z + 2 divide 2* + 8z, prin urmare z + 2 divide (2* + 8z) — z (z +2) = 6z...6p
In continuare, z + 2 divide 6(z+2)—6r =12, e 6p
Cum z este numar natural prim, singura valoare admisibila este z =2.................. 3p
Pentru o = 2, din relatia 22 + 8z =y (z +2) obtinem y =5 ... 3p

Nota. Perechile (z,y) de numere naturale (cu y nenul) avand proprietatea din enunt sunt
(1,3), (2,5), (4,8) si (10,15).



Problema 3. Triunghiul ABC este isoscel si are ZBAC = 100°. Cercul de centru C' si
raza C A taie segmentul BC in D, cercul de centru D si raza DB taie segmentul AB in punctul
interior E si cercul de centru D si raza DA taie segmentul AC' in punctul interior F'.

a) Aratati ca CF = DE.

b) Paralela prin punctul F' la dreapta AB taie latura BC' in M. Aratati ca M D = AE.

C Solutie. a) Aratam ca ABDA = ACFD, (1)........ 1,5p
In triunghiul ABC avem ZABC = ZACB =40°....... 3p
In triunghiul isoscel CAD avem ZCAD = /ZCDA =

180° — LACD
r M — = 0 3p
D Reiese /DAB = ZCAB — ZCAD = 30°, ZADB = 180° —

ZDAB — /DBA =110°, ZCFD = 180° — ZAFD = 110° . 3p
Astfel DA = DF, /BDA = ZCFD si ZABD = ZFCD

A E B deci, conform cazului de congruentd LUU, afirmatia (1) este
demonstrata ........... i 3p

b) Din FM || AB rezulta ZCFM = ZCAB = 100°. Astfel ZDFM = Z/DFC — ZMFC =
L0 e 3p
In triunghiul isoscel DEB avem /DEB = ZDBA = 40°, de unde ZEDB = 100°, deci
LADE = ZADB — ZEDB = 10°. . ..ottt et e e 3p
Deoarece ZMFD = ZEDA, FD = DA si, din congruenta (1), ZMDF = ZEAD, obtinem
AMFD = AEDA (ULU), deunde MD = AE ... .ot 3p

Problema 4. Vom numi lente numerele naturale nenule L care au cel putin patru divizori si,
daca 1 =d; <dy < ... <d, = L sunt divizorii lui L, atunci fiecare numar din sirul divizorilor,
incepand cu al patrulea, este mai mic sau egal decat suma a trei dintre divizorii precedenti.

a) Aratati ca 72 este un numar lent.

b) Demonstrati ca produsul oricaror doua numere lente este tot un numar lent.

Solutie. a) Divizorii lui 72 sunt 1 <2 <3<4<6<8<9<12<18 <24 <36 < 72, iar

4<14243,6<243+4,8<3+44+6,etC...cuiiiiiiiiii 4,5p
b) Fie M si N doua numere lente. Atunci orice divizor al lui M N este de forma mn, unde
M| M OST I | N 3p

Daca m nu este unul dintre cei mai mici trei divizori ai lui M, atunci m < m1 + mg + ms,
unde m; < mo < mg < m sunt divizori ai lui M. Reiese mn < min + mson + mgn, iar
min < men < msan < mn sunt divizori ai lui M N. Analog, dacd n nu este unul dintre cei mai
mici trei divizori ai lui N. Astfel, in acest caz, mn este mai mic sau egal decat suma a trei
divizori ai numarului M N care il preced ... ... ... i 6p

Pentru cazurile ramase, observam ca un numar lent L este divizibil cu 6. In caz contrar,

daca 2 t L, atunci divizorii precedenti lui L sunt cel mult deci au suma cel mult

L L L
35 T

1 1 1 L L L
L<§ + 5 + ?) < L, iar daca 31 L, atunci divizorii precedenti lui L sunt cel mult 21T deci
1 1 1
au suma cel mult L(§ + 1 + 5) L 6p

Rezulta ca raman de analizat cazurile m,n € {1,2,3}, deci mn € {1,2,3,4,6,9}. Daca
mn < 3 atunci mn este unul dintre primii trei termeni ai sirului divizorilor, daca mn € {4,6}
atuncimn < 1+2+3,iardacamn =9, atunci mn <24+34+6......cciiiiiiiiiiii.. 3p



